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RESUMEN. Gran cantidad de los problemas planteados en computacién grafica
pueden parecer a simple vista no solubles, dada la formulacién de los proble-
mas, pero utilizando técnicas de optimizacién matemaética, se pueden generar
problemas aproximados con caracteristicas mas adecuadas, que permitan en-
contrar soluciones de una forma mas sencilla. Un ejemplo de la aplicacién
de métodos de optimizacién lo constituye el problema de los contornos de-
formables.

1. INTRODUCCION

Las técnicas de optimizacion matemadtica permiten resolver problemas de com-
putacién grafica al generar formulaciones solubles de los problemas.

Los algoritmos de snakes pretenden hacer encajar una curva a partir de las
caracteristicas que se pueden obtener a partir de una imagen, como lo son los
bordes, esquinas y lineas. La idea general consiste en hacer coincidir un conjunto
de parametros representados por medio de fuerzas, de forma tal que la energia
de varias de ellas vaya disminuyendo a medida que se itera dentro del algoritmo.
No sélo se capta una influencia sobre caracteristicas de una imagen, sino que es
necesario un conjunto de pardmetros de entrada (fuerzas externas), anadidas a los
parametros de la curva misma que se mueve para adaptarse a los rasgos de la
imagen.

La forma de operar algoritmicamente se facilita con ayuda de un poco de conocimien-
to sobre técnicas de bajo nivel en procesamiento de imagenes, mientras que la de-
duccién analitica de este tipo de problemas no deja de ser complejo.

2. FORMALIZACION DE LOS MODELOS

Para poder aplicar técnicas de optimizacion matematica en computacién grafi-
ca es necesario formular un marco de trabajo que permita plantear los modelos
de computacién grafica. A continuacién se especifican los elementos de un marco
propuesto por [?], en este marco se modela un problema de computacién grafica
utilizando un conjunto de transformaciones sobre espacios de objetos graficos.

En primer lugar se define objeto grafico.

Definicién 2.1 (Objeto grafico). Un objeto grafico es un par S C R*y f: S5 —
R™ S recibe el nombre de soporte geométrico y f recibe el nombre de funcién
atributo.

Por ejemplo, cualquier S C R™ y su funcién caracteristica son un objeto grafico,
en este caso el soporte geométrico es S y la funcién atributo es
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f(s):{(l) sise s

en otro caso.

Una imagen en color también corresponde a un objeto gréfico para este caso el
soporte es U C R? y la funcién atributo es f : U € R?> — R3.

2.1. Planteamiento de problemas. Dados a € A y b € B espacios de objetos
graficos, y T : A — B se pueden plantear los siguientes tipos de problemas:

1. Problema directo. Dados a y T, encontrar b = T'(a) € B. Figura 77

2. Problema inverso tipo 1. Dados b y T, encontrar a tal que T'(a) = b.
3. Problema inverso tipo 2. Dados b y a, encontrar T tal que T'(a) = b.

A T B

aenA; T(a)=b en B; buscar b

F1GUuraA 1. Problema directo

A T B

aen A; T( a)=b en B; buscar b
FI1GURA 2. Problema inverso tipo 1

Cuando se da la descripcién geométrica (coordenadas espaciales) de una escena
y se desea encontrar una imagen 2d que represente la escena, se esta hablando de
problema directo. Cuando se dan dos imagenes de un volumen y se quiere encontrar
el volumen asociado a la imagen, se esta hablando de un problema inverso tipo 1.
Si dadas dos imagenes se busca encontrar la transformacién que mapea una imagen
a otra, es un ejemplo de un problema inverso tipo 2.

A continuacién se muestra una caracterizacién de los problemas propuesta por
Hadamard que clarifica el hecho de porque es dificil resolver problemas de com-
putaciéon grafica.



aenA; T(a)=b en B; buscar T

FIGURA 3. Problema inverso tipo 2

2.2. Problemas bien formulados y mal formulados. Un problema se dice
bien formulado si cumple con:

1. Su solucién existe.

2. Su solucién es tnica.

3. La solucion varia en forma continua para variaciones continuas de las condi-
ciones iniciales.

Un problema se dice mal formulado se no cumple alguna de estas tres condiciones.

Los problemas inversos que se plantean en computacién gréafica casi siempre
caen en la categorfa de problemas mal formulados. Sin embargo puede llegar a
pensarse equivocadamente que los problemas mal formulados son no solubles, esta
vision es errada ya que utilizando técnicas de optimizacién podemos simplificar el
planteamiento los problemas para llevarlos a problemas bien formados. Un ejemplo
de este hecho se muestra a continuacion.

Resolver el siguiente sistema lineal

(2.1) x+2y=a
(2.2) 2z + 4y = 2a

Esta expresion puede formularse en términos de transformaciones asi TX = A,
donde:

~
I
—
N

El problema que hay que resolver en este caso es un problema inverso. Es facil
ver que la solucién es:
X — [ a—2c ]
c
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Para ¢ € R™, pero esta solucién no es unica, violando la condiciéon 2. Ademads la
solucién no tiene un comportamiento continuo frente a un pequeno cambio en las
condiciones iniciales. Si A’ = A + € entonces la solucién es.

X[a—i—em—%]
c

Si e, # 0 la solucién ni siquiera se encuentra en el conjunto de solucién inicial,
violando la condicién 3.

Para resolver este problema es mejor utilizar una estrategia de optimizacion.

Encontrar el punto p € 12 tal que la distancia entre T(p) y A sea minima, de
esta forma el punto p es tnico, ademads si varia A en forma continua el punto p
encontrado también variara en forma continua o por lo menos lo hard T(p). Un
ejemplo de un A especifico se encuentra en la figura 5.

Hasta se formularon los tipos de problemas de computacién grafica, se asignaron
a dos categorfas (bien formulado, mal formulado) y finalmente se observo un ejem-
plo donde se convierte un problema mal formulado a un problema bien formulado
replanteandolo en términos de optimizacion.

Este ejemplo sugiere que la optimizacién matemaética sirve para resolver prob-
lemas mal formularlos al reformularlos a problemas solubles sencillos. Ademds se
vera mas adelante también existe un conjunto de problemas directos que se pueden
resolver utilizando optimizaciéon matematica.

A

Ficura 4. Distancia entre A y T(p)

A continuacién se muestra un ejemplo mas serio de optimizacién matemaética en
computacién grafica.

3. EJEMPLO: CONTORNOS ACTIVOS

Definicién 3.1 (Contorno activo). . curvas que minimiza su energia para encajar
en caracteristicas de una imagen. Estas curvas buscan el minimo de la energia
potencial.

Estas curvas reciben su nombre porque se aproxima a los minimos a través de un
proceso de histéresis (parece que se fueran arrastrando a lo largo de las imagenes),
como una serpiente. Al comenzar en algunos puntos iniciales, la curva se deformara



hasta ciertos rasgos salientes de la imagen. Para esto se hace que los rasgos salientes
de la imagen coincidan con minimos locales de energia potencial.

Current Snake

}Timc t):

New Snake
(Time t+1):

F1GURA 5. Ejemplo de un contorno deformable

Ademaés de la energia potencial la curva es influenciada por una serie de fuerzas.

1. Internas (E;nt). Tensién y rigidez.
2. Externas (E.xt). Atraccién y repulsion.
3. De la imagén (E;mg). Lineas, bordes y terminaciones.

La energia total de una curva parametrica r(t), ¢t € [0, 1] serd entonces.

(31) Eiotal = Eint + Eext + Eimg

[] encuentra las expresiones para los términos de tensién y rigidez.
1
(32) Bin= [ )]s
0

(3.3) Brig = / (1)t

También encuentra expresiones para los términos de atraccién y repulsion, en
funcién de dos tipos de nodos sumidero (s) y volcén v.

(3.4) Fop = /0 (r(t) — p)2dt

1
(3.5) Erep :/O 1/(r(t) — v)%dt

La energia de la imagen se calcula utilizando dog para los bordes, la intensidad
de la imagen para las lineas y un filtro detector de esquinas.
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3.1. Solucién por calculo variacional. El primer método para solucionar este
problema de optimizacién consiste en usar calculo variacional, este método permite
hallar el valor optimo de una funcional que no es mas que una funcién de otra
funcién, el calculo variacional nos permite encontrar valores éptimos para un espacio
de busqueda consistente de funciones.

[?, Jeduce un método para encontrar la funcién que optimiza la funcional.

(3.6) = / " Fly(@).y (@), dlde

1

Resolviendo la siguiente ecuacién diferencial.

(3.7) Fyyy" + Fyyy + Fyy — Fy =0
[] utiliza diferencias finitas para resolver el problema variacional de la energia

de los contornos deformables, encontrando una solucién en términos de un sistema
lineal implicito.

3.2. Solucién por programacién dindmica. [] propone una solucién por pro-
gramacién dindmica del problema de los contornos deformables, para ello aprovecha
que el snake se mueve sobre un dominio discreto, discretizando sus vértices y el
calculo de su energia, por ejemplo la energia interna la calcula asi:

(3.8) Eini(vi) = alv; —vi_1 > + Blvips — 2v;i +vi_1|?

Donde v; es la posicién del i-esimo vértice del snake. Si 8 = 0, el problema
serd entonces encontrar el conjunto de vertices que minimizen.

(39) Z Eint(vi) + Eemt(vi)

v; €V
La energia es una propiedad local para la vecindad de v;, por lo que la energia
total puede descomponerse como:

(3.10) E(vi,...,vn) = E1(v1,02) 4+ -+ + E,_1(vn — 1,0n)
Donde E;(vi — 1,vi) = Ejnt(v;) + Eegt(vi—1,vi—1). Si se plantea:

(3.11) s2(v2) = ming, By (vl v2)
(3.12) s3(v3) = minga(s2(v2) + Ea(v2,v3))
(3.13)

(3.14 Sn () = minga(sn—1(vn—1) + En_1(Vn-1,vn))

)
(3.15)

sk (vg) contiene la energfa minima del los primeros k — 1 vértices.
Si 8 # 0 cada termino de energia tiene tres elementos pero el planteamiento

continua siendo el mismo.
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